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KATA PENGANTAR

Puji syukur kepada tuhan Yang Maha Esa yang telah melimpahkan rahmat dan karunianya
sehingga penulis mampu menyusun Buku Ajar Aljabar Linear untuk memenuhi kebutuhan
mahasiswa dan dosen.

Buku Ajar Aljabar Linear ini penulis susun berdasarkan Standar Kompetensi yang harus
dicapai mahasiswa dan untuk menarik mahasiswa berpikir kreatif dalam menemukan konsep dalam
menyelesaikan persoalan. Adapun isi buku ajar ini mencakup: Sistem persamaan linear,
determinan, Vektor di R2 dan R3, Ruang Vektor dan Transformasi Linear.

Harapan penulis dengan tersusunnya Buku Ajar ini dapat turut membantu mahasiswa dalam
memahami mata kuliah Aljabar Linear dan mengembangkan kreativitas berpikir mahasiswa.

Penulis menyadari bahwa penyusunan Buku ajar ini masih jauh dari kesempurnaan, untuk itu
semua kritik dan saran yang membangun demi kesempurnaan Buku Ajar ini sangat penulis

harapkan.

Madiun, Desember 2020

Penulis
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orbit sebual asteroid??17?

Trik: Dengan Menggunakan Teorema
Sebuah sistem linier homogen yang terdiri dari sejumlah persamaan yang banyaknya sama
dengan banyaknya bilangan yang tidak diketahui akan mempunyai pemecahan tak trivial
jika dan hanya jikadeterminan dari sistem tersebut adalah nol
TEMUKAN DENGAN CARAMU SENDIRIII!

'S v,

A. Definisi Sistem Persamaan Linear (SPL)

Sebuah persamaan linear n variabel x;, x2, ..., X4 dapat ditulis dalam bentuk
aixi + axx2 + ... + anXa = b dimana ay, a, ..., a, dan b adalah konstanta real.
Solusi persamaan linear apx; + axx> + ... + awxy, = b adalah sebuah barisan sebanyak n
yaitu s, 52, ..., 8§, yang mana akan dipenuhi ketika kita mensubstitusikan x; = 5, x2 = 52,
vany Xpp = 8y
Himpunan semua solusi dari persamaan dinamakan himpunan penyelesaian atau solusi
umum dari suatu persamaan.

Definisi

Solusi persamaan linear ax; + a2x2 + ... + a,x, = b adalah sebuah barisan sebanyak
n yaitu sy, $2, ..., 8, yang mana akan dipenuhi ketika kita mensubstitusikan x; = 57, x> = 52,
veey Xnp = 8p.
Himpunan semua solusi dari persamaan dinamakan himpunan penyelesaian atau solusi
umum dari suatu persamaan.

Himpunan berhingga dari persamaan linear dengan variabel xy, x2, ..., x, dinamakan
sistem persamaan linear atau sistem linear.

Barisan bilangan n sy, 52, ..., 5, dinamakan solusi SPL jika x; = 5, x2 = 52, ..., Xy = 8
merupakan solusi dari setiap persamaan dalam SPL.

e Sebagai contoh SPL

A Aljabar Linear - Sistom Persamann Luncar (SPU) | N |




Mempunyai

solusi
Xi=1,x2=2
i, F

,Xa=-1

M

&
e il

(er) No solution

() One solution
AN ty and 15
4 =

-

sebagai
e

anxi + apx:

P

K<) Infinitely many solutions

 + ...+ AlnXn = by
QX1 +anxe + ... + amXa = bz

-
.

Garis 1 dan > saling sejajar, yang mana pada
kasus ini kedua garis tidak saling
berpotongan sehingga SPL tersebut tidak
mempunyai solusi.

Garis 1; dan 1> berpotongan pada sati titik,
yang mana pada kasus ini SPL tersebut
mempunyai tepat satu solusi.

Garis 1; dan l» berhimpit, yang mana pada
kasus ini kedua garis saling berpotongan di
setiap titiknya sehingga SPL tersebut
mempunyai tak hingga banyaksolusi.

B. Bentuk Umum Sistem Persamaan Linear

Sebuah sistem persamaan linear dengan m persamaan dan n variabel dapat dituliskan

‘dimana xi, X2, ..., X, merupakan variabel, a dan b merupakan konstanata real.




sistem persamaan linear dengan n variabel dapat dituliskan seperti

a4, a, b
a; Gy a,, b,
Ay Ay 4y, bm

Bentuk ini dinamakan matriks Augmented dari SPL.
Sebagai contoh, matriks augmented dari SPL berikut
X1 +X2+2x3=9
2%+ 4x2-3x3=1
3x14 6x2 — 5x3=0

11 2 9
[’; |
6 =5 0

Elementary Row Operations
Three types of operations to eliminate unknowns:

1. Multiply an equation through by a nonzero constant.
2. Interchange two equations.
3. Add a multiple of one equation to another.

Three types of operations on the rows of the augmented matrix:
1. Multiply a row through by a nonzero constant.

2. Interchange two rows.

3. Add a multiple of one row to another row.

Example
In the following column below we solve a system of linear equations by operating on the
equations in the systems

X+ y+2z=9

2x+4y-3z=1

3x+6y-52=0




Add -2 times the first equation to the second equation and add -3 times the first equation to
the third equation to obtain

X+ y+ 2z= 9
2y—- Tz=-17

3y—11z=-27

Add -2 times the first row to the second row and add -3 times the first row to the third row
to obtain

11 2 9
02 -7 -17
0 3 -11 =27
Multiply the second equation by ' to obtain
X+ y+ 2z= 9
y—712z=-1712

3y—- 1lz=-27

Add -3 times the second equation to the third to obtain
x+y+ 2z= 9

y—72z=-172
-- Yz =-32

Multiply the second row by %2 to obtain

1129
01 -2 -4

2 %

03 =1 =27

Add -3 times the second row to the third to obtain

D O e

1
-
0




X+ y+ 22= 9

y-72z=-1712

z= 3
Hdﬂ -1 times the second equation to the first to obtain
x 4+ 11/2z= 3512
y-72z =-1712
2= 3

Multiply the third row by-2 to obtain

11 2 9
01 -3 -¢
00 1 3 |
Add -1 times the second row to the first to obtain

10 ¥ 2

00 1 3
Add -11/2 time the third equation to the first and 7/2 time the third equation to the second
to obtain
X =1
y =2
z =3

Add -11/2 time the third row to the first and 7/2 time the third row to the second to obtain

1 001
0102
001 3

Thus the solution of the system of linear equations is

x= 1,y= 2,7 =3,
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Gaussian Elimination
Reduced Row-Echelon Form

A matrix is said to be in reduced row-echelon form, if the following properties are
satisfied:

1. If a row does not consist entirely of zeros, then the first nonzero number in the row
is a 1. (we call this a leading 1).

2. If there are any rows that consist entirely of zeros, then they are grouped together at
the bottom of the matrix.

3. Inany two successive rows that do not consist entirely of zeros, the leading 1 in the
lower row occurs farther to the right than the leading ! in the higher row.

4. Each column that consists a leading 1 has zeros everywhere else.

A matrix having properties 1, 2 and 3 is said to be in row-echelon form. (Thus, a
matrix in reduced row-echelon form is of necessity in row-echelon form, but not
conversely.)

The following matrices are in reduced row-echelon from

10041003{1)‘021031
010701000 [

The following matrices are in row-echelon form

—-3710001260
00 1 =10

00 0 0 1

Homogeneous Linear Systems

A system of ll'a: equations is said to be homogeneous if the constant terms are all zero,
the system has the form

anxi+apxe+ ...+ anxa=0

anxi+anxz+...+anxa=0

AmiX1 + am2X2t ... + AXn =0

@ Aljabar Linear - Sistem Persamann Lunear (SPL) B |
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Every homogeneous system of linear equations is consistent. since all such systems have
x1=0,x2=0, ..., xn =0 as a solution. This solution is called the trivial solution, if there
are other solutions, they are called nontrivial solution.

Example

Solve the following homogeneous system of linear equations by Gauss-Jordan
eliminations.

2x1 + 2x2- X3 + xs=0
X1 - Xe+2x3-3xa+xs=0
X1+ X2- 2x3 -x5=0

X3+ Xa+ xs=0

Solution: The augmented matrix for the system is

o - |
o = |
w i
2

—_— o |

ad
PR I
(o B - oo |

Reducing this matrix to reduced row-echelon form, we obtain

1 1.0 010
001010
000100

000000

The corresponding system of equations is

xi+x2 + x5 =0

x3 +xs =0

X4 =0

Thus the general solution is
Xxi=-s—Lx2=s.xa=-t.x4 =0,x5=t,

where s and t are parameters.

Note: The trivial solution is obtained whens =t=0.

Theorem

A homogeneous system of linear equations with more unknowns than equations has
infinitely many solutions.

@ Aljabar Linear - Sistem Persamann Lunear (SPL) T




»*>»

In matrix notation, if A = [a;] and B = [bjj] have the same size, then

(A+B)ij = (A)ij + (B)ij = ajj + by and (A-B)jj = (A);j - (B)ij = aj - byj

2 A 0 3 e | .
A=|-1 0 2 4l,B= 2 2 0—1I.c=[

4 -2 7 0 3 2 -4 5 ¢ 2
2 4 5 4 6 —2 -5 2

A+B=|1 2 2 3| amdAB=|-3 -2 2 s,
7 035 1 -4 11 -5

The expressions A+C, B+C, A-C, and B-C are undifined.

Definition

If A is any matrix and ¢ is any scalar, then the product cA is the matrix obtained by
multiplying each entry of A by c.

Definition

If Aisanm x r matrix and B is an r x n matrix, then the product AB is the m x n matrix
whose entries are determined as follows. To find the entry in row i and column j of AB,
single out row I from the matrix A and column j from the matrix B. Multiply the
corresponding entries from the row and column together and then add up the resulting
products.

In matrix notation, if A = [a;j].then (cA);j= c(A);j =ca;

forthemalrixA:ﬁ g ;1],3=[_01 32 _75]_(:_:[2 7]6 13

4 6 8 0 -2 3 —2 1
wehave?.A—[z 6 2].(-1)8—[ _3 ] [
it is common practice to denote (-1)B by -B

if Ai, Az....,A, are matrices of the same size and ¢y, ¢2,...cq are scalars, then an expression
of the form ¢ A +C2Ax+...+Ci Ay

is called a linear combination of Ay, Az.....An with ceefficients ci, c2,...cn

For example. if A. B, and C are the matrices in the earlier Example, then

2A—B+§C =2A +(-1)B +%C

=§22+[2 = -7] [3 o 1] [4 311

o 2t 2

@ Aljabar Linear - Sistem Persamann Lunear (SPL) s




+(63)+(05) =26

(14)+2.0)+(4.2) =12

aneipen =2 as=[7 23D
(14423145 =30

QA60102) =8

Q61407 =-4

Q3WE.1H02) =12

(CHR

A B AB
m X r r X n = m?:xX» nn
t Inside J

Outside

Definition
If A is any m x n matrix, then the transpose of A, denoted by A", is defined to be the n x
m matrix that results from interchanging the rows and columns of A. that is, the first

column of ATis the first row of A, the second column of AT is the second row of A, and so
forth.

Definition

If A is a square matrix, then the trace of A, denoted by tr(A), is defined to be the sum of
the entries on the main diagonal of A. The trace of A is undefined if A is not a square
matrix.

all al2 al3 al4 23
A=|a21 a22 a23 a24|.B=|14|,C=[135],D=[4]
a3l a32 a33 a34 5
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all a21 a3l 1
AT=[a12 @22 a32)| pr_[2 1 5] or_|3| propg
al3 a23 a33 3 46 c 4l
al4 a24 a34
1 -2 4 1 -2 4 1 3 5
A=|3 7 01"|3 7 0}—' AT=|-2 7 8]
-5 8 6 -5 8 6 4 0 6
[all al2 al3 =12 7 9
A=la21 a22 a23|.B|3 3> “8 %)
la31 a32 a33 4 —2 1 0
tr(A) = an+az+as; tr(B)=-14+5+7+0=11

Definition

IF.\ is a square matrix, and if a matrix B of the same size can be found..lch that AB = BA
= I, where I is an identity matrix, then A is said to be invertible and B is called an inverse
of A.

Theorem
If B and C are both inverses of the matrix A, then B=C.
Theorem

If A and B are invertible matrices of the same size, then AB is invertible and (AB)' = B-
1A
Al

Theorem

If A is an invertible matrix, then

a). A’ is invertible and (A")' = A

b). A" is invertible and (A")! = (A" forn= 1,2, ...

¢). For any nonzero scalar k, the matrix kA is invertible and
(kAY'=(1/k) A

d). A" is invertible and (AT)! = (A'H".

Proof: Exercise for student.

Problem 1

A square matrix A is called symmetric if A" = A and skew-symmetric if A" = -A. Show
that if B is a square matrix, then

‘ Aljabar Linear - Sistewm. Persamaan Lunear ( SPL) : 10‘
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a). BB and B + B" are symmetric.

b). B~ B" is skew-symmetric.

Problem 2

Let A be a square matrix.

a). Show that (1 - A)'=1+A+A*+ A’ + A'if A= 0.
b). Show that (1 - A)' =1+ A+ A>+ ...+ A"if A™! =0
Elementary Matrices and a Method for Finding A"!
Definition

An n X n matrix is called an elementary matrix if it can be obtained from the n x n
identity matrix I, by performing a single elementary row operation

Theorem

If the elementary matrix E results from performing a certain row operation on In and if A
an m x n matrix, then the product EA is the matrix that results when this same row
operation is performed on A.

Some examples of elementary matrices

0 0 0
1 00
I o 220 ! 610 |01
0 —3 0 0 1 0 0 0 1 00 1
01 0 0
Example
1 0 2 3
Consider the matrix A=12 -1 3 6
1 4 40
1 00
And consider the elementary matrix E=|0 1 0
3 01

Which result from adding 3 times the first row of I3 to the third row. The product EA is

t. 0: 2 :3
EA=|2 -1 3 6
1 4 4 0

Which is precisely the same matrix that results when we add 3 times the first row of A to
the third row.

. Alabar Linear - Sistem Persamaan Luncar ( SPL) gl




ry matrix is invertible, and the inverse is also an elementary matrix.

A is an n x n matrix, then the following statements are equivalent, that is, all true or all

a). A is invertible.
b). Ax =0 has only the trivial solution.
¢). The reduced row-echelon form of A is I,.

d). A is expressible as a product of elementary matrices.

Remark:

To find the inverse of an invertible matrix A, we must find a sequence of elementary row
operations that reduces A to the identity and then perform this same sequence of operations
on I, to obtain A™'.

1. 2 3
Example: Find the inverse of A = [2 5 3]

1 0 8




1 2 3 | 0O 0 We added -2 times the first row to the
second and -1 times the first row to the

0 1 =3| =2 1 0| g

0 i =3 - 1 0 We added 2 times the second row to the
third

1 2 3 I 0 0 We multiplied the third row by -1

0 I =3]|-~2 1 @

o0 0 1 S =2 -1

1 2 0]-14 6 3 We added 3 times the third row to the
0 | 0 13 -5 -3 second and -3 times the third row to the
0 0 1| § -2 =1 fi=

0 1 0 I3 =8 =3 We added -2 times the second row to
6 B 4] 5 a8 F| T




) 20~

Cara mencari [uas segitiga di samping
bisa dengan menggunakan determinan,,

Temukan jawabannya dengan

caramu sendiril!!!!!

Pada bab ini akan dibahas tetang definisi determinan, fungsi determinan, sifat-sifat
determinan ,metode perhitungan determinan dengan ekspansi dan reduksi baris serta
menentukan himpunan penyelesaian dengan metode crammer.

A. Definisi Determinan

Matriks dan determinan dipakai pada beberapa bidang pengetahuan karena
peranannya dalam penyelesaian system persamaan liniear. Ada hubungan erat antara
matriks dan determinan namun tidak semua matriks mempunyai determinan hanya matriks
bujur sangkar yang mempunyai determinan.

Pengertian permutasi

" Definisi : Permutasi bilangan-bilangan bulat {1,2,..,n} adalah susunan
bilangan-bilangan bulat ini menurut suatu aturan tanpa menghasilkan atau
mengulangi bilangan-bilangan tersebut.

Jika ada matriks A berukuran n x n maka hasil kali matriks tersebut akan berbentuk :

alplr aZpZ ekt a'npn

Dimana p/p2,...pn merupakan permutasi dari bilangan-bilangan 172....n. Tanda dari
Ayp1s Aapy wo - Aupp ditentukan dari banyaknya bilangan bulat besar yang mendahului




bilangan bulat yang lebih kecil (banyaknya invers) pada bilangan plp2...pn jika

banyvaknya invers adalah ganjil maka tandanya negatif (-) dan jika banyaknya invers
adalah bilangan genap maka tandanya positif (+).
@y Gz Gy

(z1 Qg azsl . tentukan banyaknya permutasi !
Ay Q3 Q33

Contoh 1 : Diketahui A=

Ada enam permutasi yang berbeda dari himpunan bilangan-bilangan bulat {1, 2,3}.

Permutasi-permutasi ini adalah
(1,2,3) (2.1,3) (3.1.2)
(1,3.2) (2,3,1) (3,2,

Salah satu metode yang mudah secara sistematis mendaftarkan permutasi-permutasi adalah

dengan menggunakan pohon permutasi (permutation tree).

/l\ : /\

2 3 ! 3 l 2

3 2 3 I 2 !

Pemutasi Hasil kali Banyak Hasil kali elementer
elementer invers bertanda

123 0113_22333 U +a11a22a33
132 Q1105053 1 04105303,
213 Ayp0y,033 1 —045051 033
231 Q303303 2 1285303,
312 Q305,05 2 +a,5a,,04,
321 Q30,04 3 — 04305503,

B. Fungsi Determinan
Definisi : misalkan A adalah matriks kuadrat. Fungsi determinan dinyatakan oleh
det, dan kita definisikan det (A) atau |A| sebagai jumlah semua hasil kali elementer

bertanda dari A jumlah det (A) kita namakan determinan A.

. Aljabar Linear - peterminan | B




ayy Q3 Oy
Contoh 2 : Diketahui A=|@z1 @2z @3], tentukan nilai determinan dari A !
A3y Qg Qgy

det|A| = +01,05,033—011023035 =121 Q33+ Q12053031 +013021 A3 — Q13057034

Untuk matriks yang berordo lebih dari 3x3, penentuan nilai determinan dengan
definisi tersebut kurang efektif dan lebih rumit berdasarkan dari definisi determinan

tersebut maka dikembangkan metode perhitungan determinan yang lebih cepat.

C. Sifat-Sifat Determinan
Berikut ini adalah beberapa sifat determinan :

1) Nilai determinan matriks A tidak berubah, jika baris diganti dengan kolom
atau sebaliknnya. Jadi nilai determinan matriks A sama dengan nilai
determinan matriks transpose A'.

4] = |4

; ayjy @y @y, Ay
Misalnya: A = [ ] dan A'=
any Gy Ay di; A5,

|A| = ay1a5; = @125 dan |A*| = ayya55—a31a2
Jadi |A] = |AY]
Demikian pula jika,

Qyy Ay 43 Qyy Qzp 4z,
|Al =| @21 @22 a3 |dan |AY|=| a1z az; as;

A3y dz; (33 Q13 (Qzz U3z

[A] = Q11055035 + Q13853a5; + Q13051035 = Q1305503 = 11 Qy303; -
Ay3031033
Bl
|A*] = a11@22G33 + @21Q32Q15 + Q31012053 = Q31053045 — A11033037 -

Q033

Jadi |A] = |AY

db Aljabar Lincar - peterminan 1l
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2) Jika setiap elemen dari baris atau kolom matriks A adalah nol, maka |A| = 0
Bukti:

Misalkan elemen baris ke 7 atau kolom ke j semuanya nol. Maka setiap
ay J1 Qzf; Qsfz.. Apj, akan membuat satu elemen dari baris ke i atau kolom ke
J-

Berarti a;j; a3j, asjs ... @yj, = 0dan begitu pula suku-suku yang lain. Jadi
jumlah semua sukunya adalah nol.

3) Jika 2 baris atau 2 kolom matriks A semua elemennya sama maka |A| = 0

Bukti:
1y Q4 Qg3
Misalkan A = | Qzy @pz Q23
Ay Qzp Q3
ayy Q3 Qg3
Maka |A]| = |@21 Gz dz3
Ay Ay Ay

=0A11022033 + 1203301 + Q1305103 — (1303027 —
y1Qy3033 — Ay2010y3

= Q41035023 — Q418305 + Q053051 — Qy30;10,53 +
Q13021032 — Q133209

=0

4) Jika matriks bujur sangkar mempunyai dua baris yang sebanding, maka
determinannya sama dengan nol.

Contoh :
[—1 4 i : ] ; : B
o 8] Karena baris pertama dan kedua sebanding yaitu 1 : 2
maka det (A)=0.
5) Apabila setiap elemen suatu baris atau kolom dari matriks A dikalikan
dengan skalar k maka nilai determinannya menjadi k A.

Sebaliknya apabila setiap elemen suatu baris atau suatu kolom mempunyai
faktor k maka determinannya mempunyai faktor k pula.

‘ Aljabar Linear - Determinan 1"
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"

Bukti:

17 @y Qg3
Misalkan A = |@21 Az a3
3y Q3 433

ay; kay, ag
kA= 34 kazz Ay
az; kasp; Qs

|k Al = ayy.k az.a33 + kayy.ay3.03, + 0y3.05, .k a3, —
Qq3.k ay as —
@yq.Ap3.k Q33 — Kk @y3.051. Qa3

=k (310033 + Q13053031 + Q13051035 — Ay309,03, —

(11022032 — @12021033)
=k |4]
Jika ada baris atau kolom yang berdekatan dari matriks A dipertukarkan

sehingga menjadi matriks B maka |B| = — |4]
Bukti 1:

Qyy Qyp gz
Misalkan A = |@21 Q2 dp3
z; Qzp Ay

Matriks B diperoleh dari matriks A dengan menukar elemen-elemen baris ke
| dan elemen-elemen baris ke 2.

Ay Qyz Qg3
B=|G11 Q2 Q3
a3y O3z dzz

|A] = ay11a22a33 + Q12033031 + Ay13021G33 — A13QpQ3; —

Qy10Qp3033 — Aq07 033

Aljabar Linear - Determinam 13




11 Q2 @y
A3z Q33

= 031015033 + Ap3043031 + Ap3011a3; — Ay30,303, —
(31013033 — Qy30y1033

= —Qy1032033 — Q12023031 — A13021032 + Q130203 +
@y1@1303; + @1505,033

= —(@11@22Q33 + Q12023031 + Q13021037 — Q13022031 —

Q11Q13Q3; — Q12031033)

=—|4]
Jadi |B| = —|4|
Bukti 2:

ay; Qg3 Uy
Misalkan A = |21 Q22 Qa3
A3y Qzz Q33

Matriks B diperoleh dari matriks A dengan menukar elemen-elemen kolom
ke ldan elemen-elemen kolom ke 3.

(A3 Qyp Oy
B=|Q Qz 04z
Q33 QA3p A3y

Qi3 Gy dyy
B=|az2 axx apn
Q33 Q3zp A3y

= 23022031 + Q20103 + A11Q33032 — Qy1Qp033 —
(13031033 — @105303,

== Qq102p033 — Q1203303; — Q30103 + A3y, +

1103303, + 1505033




7)

"

== (a11a22033 + Q12033031 + Q1303133 — Q13055031 —

(41033035 — A12031A33)

=-l4|
Jadi |B| = —|A|
Suatu determinan matriks A tidak berubah nilainya jika salah satu baris atau
salah satu kolomnya ditambah k kali baris atau kolom lainnya.

Bukti:
Ambil matriks bujur sangkar ordo 3.

@y @y g3
A=|Qy Gz Qazz
a3; dzz QAzz

Misalkan elemen baris pertama ditambah dengan k kali elemen baris ketiga, maka
elemen baris pertama menjadi a,; + k a3y , a2 + k a3, @13 + k as;

Matriks yang diperoleh adalah

B= Az Az a3

ay tkay aptkay aztk a33)
a3, [¢5Y] 33

|A] = 11022033 + Q12Q3303 + Q13051033 — Q1302303 —
(11033032 — Q120,033
|Bl =( ayy + k asy) @033 + (a1, + k 035)853a3, + (@43 + Kk a33)a,,a;, —
(@13 + k ass) @zza3; — (a1 + k asy)azsas; — (@2 + k asz)az ass
= Q41032033 + Ka31Q2,033 + Q12023031 + Ka32053a5, + Q13021035 +
kasz3a21Q33 — Q13Qz2031 — KQ33Q2Q31 — Q11023032 — KA31023Q3; —

1301033 — kay,Q5,A3,

A iear -veminan | T
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=Q31Q32033 + Q1203031 + Qy305103; — Q13053031 — Q11033033 —
@13021Q33 + (k3107733 + kA32093031 + kazzayasp —
— kay3a,,a3; — kas @303, — kaspaz,ass)

=Qq1Qy2033 + Q1203031 + Q13051037 — Q3033031 — Q1103303 —

Ayp0p, 033
=|A|
Jadi |B| = |A|

Jika elemen baris atau kolom ke i matriks A merupakan penjumlahan n suku,
maka A dapat dinyatakan sebagai penjumlahan dari n determinan yang
semua berbeda dengan determinan A pad baris atau kolom ke i.

Misalnya:
a; ay aj
A= by b, by
Pprtqr+r patqx+r; patqatr
a1 aZ a3 a], az ﬂ3 al (12 a:;
|Al=|b1 by bs|+|by by b3+ |by by b
P1 P2 P3 1 q: 43 rno Tz I3

Jika A dan B matriks bujur sangkar ordo n maka |AB]
Hal ini dapat ditunjukkan dengan mengambil determinan bujur sangkar ordo 2
sebagai berikut:

. _ [%11
lika A= [ rlu]d B = [b21 bzz]
Maka :

_ [@11 alz][bn biz]
Tlay  azllb,y by

Qy1byy + @i2byy  ayibyy + alzbzz)

AB:(
Qyybyy + Qypbyy Ay byp + ayuby,

Qy1byy + Ay3byy  @11byp + ayzby,

AB |=
| | ay1byy + Ay, Ay1byy + ay,by,

Aljabar Linear - Determinan 21
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Vektor AB .
Vektor-vektor yang ekuivalen

Jika v dan w adalah dua vektor sebarang. maka jumlah v dan w adalah vektor yng ditentukan
sebagai berikut :

e Letak vektor v sedemikian sehingga titik permulaannya bertautan dengan titik
terminalnya.
e Vektor v + v disajikan oleh panah dari titik permulaan v k titik terminal v .

w

V+W=W+YV

vV+w

e Vektor yang panjangnya nol disebut vektor nol dan dinyatakan dengan 0.
e Jika v adalah sebarang vektor tak nol, maka —v negatif dari v, didefinisikan sebagai vektor
yang besarnya sama dengan v. tapi arahnya terbalik.

v

Vektor ini mempunyai
sifat :

v+ (-v) =0

Jika v dan w adalah ua vektor sebarang, maka selisih w dan v didefinisikan sebagai :

A Aljabar Linear - vektor-vektor bl R2 dan RS | 7




‘B. Vektor-vektor dalam ruang berdimensi 2 dan ruang berdimensi 3
'Véjgtg)r~vektor dalam sistem koordinat

® Vektor-vektor dalam ruang berdimensi 2 (bidang)
Koordinat v dan va dari titik permulaan v disebut komponen v, dan kita tuliskan :

v=(v;v2)

contoh :

misalkan v = (-2, 1) dan w = (1, 3), maka:

Vaw=(-2, 1)+ (1 3)=(-2+1, 143)
=(-14)

v=2(2,)=(2(2)=(4.2)

v-w=(2,1)-(1,3)=(2-1, 1-3)

=(‘39 ‘2)

w-v =(1,3)-(-2,1)=(1(-2),3-1)=(3,2)

Jika vektor P;P; mempunyai titik permulaan Pi(x1.y1) dan titik terminalnya Pa(x2.y2). maka PiP: =
(X2-X1y2-¥1)

Contoh :

Diketahui v = PtP: . dengan titik permulaan Py(2.4) dan titik terminalnya P2 (5.-6), tentukan vektor
P\P;

Jawab :

PiP>=(5-2-6-4) =(3-10)

e Vektor-vektor dalam ruangan berdimensi 3 (Ruang)
Koordinat vi, va, dan vs dari titik permulaan v disebut komponen v, dan kita tuliskan :




VyVaVy)

V=V v va
Misalkan v = (1,-3,2) dan w =(4, 2, I) maka :
v+w=(5-1,3)
2v=(2.-6.4)
w=(-4,2,-1)
v—w=v+(-w)=(-3,-5,1)
jika vektor P1P2 mempunyai titik permulaan Pi(x1.y1 i) dan titik terminal Pa(x2.y2.22), maka
PPy = (X2- X1y2 - 1, 22.21)
Contoh :

Diketahui v = P,P , dengan titik permulaan Py(2, -1, 4) dan titik terminalnya P (7. 5. -8), tentukan
vektor PPy

Jawab :
P\Py= (7-2,5+1,-8-4) = (5,6,-12)

C. Norma Vektor

Teorema 1. Jika u, v, dan w adalah vektor — vektor di dalam ruang -2 atau ruang -3 dan k dan |
adalah skalar, maka hubungan yang berikut akan berlaku.

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.

u+v=v+u
(u+v)+w=u+(v+w)
u+0=0+u=u
u+(-u)=0
k(luy=(klyu
kfu+v)=ku+kyv
k+Dhu=ku+lu

lu=u




v =(vi.va) Wl = VoIZ + v22
v=(vi,vavs) livll= VuIZ +v2Z + vE“_z

Bila terdapat P;(x,.y1) dan Pi(x2.y2) yang merupakan dua titik dalam ruang berdimensi-2, maka
Jarak (d) antar kedua titik tersebut adalah

PPa=(xa—xiy2—y1)

d=/(x2 —x1)? + (y2 — y1)?

Bila terdapat Pi(x;,y1.z1) dan Pi(xsy2.22) yang merupakan dua titik dalam ruang berdimensi-3,
maka jarak (d) antara kedua titik tersebut adalah

PPi=(xo—Xiy2—ViZ2—2))

d= (2 —x1)% + (72— y1)? + (22— 21)?

Contoh :

1. Hitunglah norma v atau vektor v bila

a. v=(34)
Ivl=vV3Z+ 42=+25=5
b. v=(3.2.1)

vl = V=32 + 27412 = V14
2. hitunglah jarak diantara Py dan P2
a. Pi(23).P:4.6)
d=J@-2)y? +(6-3)?=V13
b. Pi(2.-1.-5),P:i(4.-32)
d=J(# -2 +(3+1)2+ (1 +5)7%=Vad =2V11

Contoh

L. Tinjaulah vektor-vektor u=(2.-1.1) dan v=(1.1.2). Carilah w.v dan tentukan sudut £ diantara
u dan v
WY = v+ uadva + wava = (2)(1)+-D(D+1)(2) =3
juga lull =livll = V6 sehingga

wy 3 1

cos 8 = W_\fé\fg =2




= I
jika u dan v masing-masing tidak nol dan @ adalah sudut antara kedua vektor tersebut,
maka

6 adalah sudut lancip jika hanya jika u.v >0

6 adalah sudut tumpul jika hanya jika u.v <0

@ adalah sudut siku-siku jika hanya jika uw =0

Teorema 3. Misalkan u,v, dan w adalah vektor-vektor didalam R? atau R® dan k adalah skalar,
maka

uv=vu

w. (v+w) = v + uw

k(u.wv) = (ku). v=u. (kv)
vv>0jikav#0dan vy =0 jikav=0

LR R

&

Vektor-vektor ortogonal

e vektor-vektor yang tegak lurus disebut dengn vektorOvektor ortogonal.

e Dua vektor u dan v ortogonal (tegak lurus) jika dan hanya jika uv =0.

e Untuk menunjukkan bahwa u dan v adalah vektor-vektor yang ortogonal maka kita tuliskan
ulv

D. Proyeksi Ortogonal
e Jika u dan v dalah vektor-vektor dalam ruang berdimensi 2 atau 3 dan jika v 5 0,
Maka : wy = ||vp[z .V Proyeksi ortogonal dari u pada v
Wa=li- ||v|[z .V Komponen dari u yang ortogonal kepada v
Contoh :
Vektor-vektoru=(2-13)dan v=(4.-12)
Kareena u.v = (2)(@)+(-D)(-1)+(3)(2) = 15
Dan IIvIP = 4%+(-1)>+2> =21
Maka proyeksi ortogonal dari u pada v adalah

wy

Wis—0 (4 -1.2)=(=

II‘l’H2

20—510
77 77

Komponen dari u yang ortogonal kepada v adalah

Wo=u-W,=(2. lS)—(%‘TS?)—(__T




== G“m M“mﬂkﬂm kﬂjl sﬁlmg o= .r- b valine
Jikau = (m,u:;,us) dan v = (vi.v2.vs) adalah vektor-vektor dalam ruang bmlhmsz 3. maka
‘hasil kali silang u x v adalah vektor yang didefinisikan sebagai

U X V= (Uava - UaVa, Us,Vy - UVs, UVa — Uavy)

atau dalam notasi determinan

mxv=(| ][]
contoh :
carilah u x v, dimana u = (1.2.-2) dan v(3.0.1)
pemecahan 3 E"f
oxv = - B 3
=(2.7:6)

Teorema 4 : jika u dan v adalah vektor-vektor di R?, maka :

a. Uluxv)=0
b. V.(uxv)=0 _
c. vl = lulfliviP - (u.v)? (identitas langlange)

Teorema 5. Jika u. v dan w adalah vektor-vektor di R*. k sebarang skalar, maka :

4. uxv=-(vxu)

b. ux(v+w) = (uxv) + (uxw)
c. (u+v) x W= (uxw) = (vxw)
d. k(uxv)= (ku)xv=ux(kv)
e. ux0=0xu=0

f. uxu=0

Hasil kali silang u dan v dapat dinyatakan pula sebagai :

ul w2 wd|=|,5 el -ly1 paV ¥l val &

[‘ ] "] w2 w3, ul |, |u1 W2
Uxv=
vl v2 v3

Dimana i,j dan k disini merupakan vektor satuan
Contoh :
Jika u=(1.2.-2) dan v=(3,0.1) maka

i j k
uxv = [’1 2 —2] =2i-7j -6k
30 1

Jika norma vektor mempunyai tafsiran geometri sebagai panjang suatu vektor, maka norma uxv jug
mempunnyai tafsiran geometri khas.




Alull livll cos @ dengan 8 menyatakan besar sudut antara u dan v, maka
2= lulPIVIE - llulPlvIE cos? 8

~ =lulPIvVIE (1 - cos® B)
=lulPllvIP sin
Sehingga diperoleh

lluxyll = Ihull lIvll sin @ jika digambarkan, v sin 8 adalah tinggi jajaran genjang dengan sisi u
dan v. Ini berarti uxv menyatakan luas jajaran genjang tersebut

Contoh :

Carilah luas segitiga yang ditentukan oleh titik-titik P1(2.2.0). P2(-1.0.2) dan P3(0.4.3)

Pemecahan. Luas A dari segitiga tersebut adalah 1/2- luas jajaran genjang yamg ditentukan oleh
vektor-vektor P,P> dan P, P;

Dengan menggunakan metode yang dibicarakan maka PiP: = (-3-2.2) dan PiPs (-2.2.3). Jelas
bahwa PP x PP:= (~10,5.10)

Dan sebagai konsekuensinya maka :

A= I/ZIIPlPZX'P|P3||= 1/2}‘ 152125

P;(0,4.3
P:(-1,0.2) « )

v

Pi1(2,2,0)
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Foruwma Dislkeust ?

U himpunan semua matriks 2X2 yang berbentuk [? 3] dengan syarat a=0 dan d=0.

Tunjukkan bahwa U merupakan sub ruang dari ruang vektor matriks 2X2

pada operasi yang biasa di matriks 2X2 !!

TEMUKAN DENGAN CARAMU SENDIRI /11!

A. Definisi Ruang Vektor

Ruang vektor adalah kumpulan vektor yang tertutup di bawah operasi-operasi
penjumlahan dan perkalian dengan sebuah skalar.

Ruang-n Euclides

Pada saat pertama kali vektor dikembangkan sekitar abad ke-17, hanya dikenal
vektor-vektor di R” dan R’ saja tetapi dalam perkembangannya yakni menjelang akhir abad
ke-19, ternyata didapatkan permasalahan yang lebih kompleks sehingga dikembangkan
vektor-vektor di ruang berdimensi 4,5 atau secara umum merupakan vektor-vektor di R".
Pada saat dikenal bahwa kuadrupel bilangan (a;.a2.a3.,a1) dapat ditinjau sebagai titik pada
ruang berdimensi 4, kuintupel (aj.a2.a3.a4.as)sebagai titik di ruang berdimensi 5, dan
seterusnya.secara geometris kita hanya bisa menggambarkan vektor- vektor di R*. Untuk
vektor-vektor di R* dan seterusnya belum bisa digambarkan secara geometris, tetapi dasar
yang digunakan seperti operasi-operasi vektor masih sama seperti operasi pada vektor di
R? dan R’. Orang yang pertama kali mempelajari vektor-vektor di R" adalah Euclides
sehingga vektor-vektor yang berada di R" dikenal sebagai vektor Euclides, sedangkan
ruang vektornya disebut ruang-n Euclides.

V Aljabar Linear - Ruang Vektor _ |
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Definisi: Jika n adalah bilangan bulat positif, maka tupel-n-terorde (ordered-n-tuple)
adalah sebuah urutan n bilangan real (aj.az.s.......a,). Himpunan semua tupel-n-
terorde dinamakan ruang-n dinyatakan dengan R".

Perhatikan beberapa kekhususan berikut. Untuk n = 2, biasanya kita menggunakan istilah
pasangan terorde bukannya tupel-2-terorde. Dan untuk » = 3 kita sebut dengan triple teorde
bukan tupel-3-terorde. Kemudian bila n = 1. setiap tupel-n-terorde terdiri dari satu bilangan
real, sehingga R' dapat dilihat sebagai himpunan bilangan real dan biasanya dituliskan
sebagai R bukan R'.

Simbol (ai,a2,a3) mempunyai dua tafsiran geometrik yang berbeda. Simbol tersebut dapat
ditafsirkan sebagai sebuah titik, dengan a2, dan as adalah koordinat atau dapat juga
ditafsirkan sebagai sebuah vektor, dengan a;,a;, dan as adalah komponen-komponen. Oleh
karena itu, tupel-n-terorde (ai.az........an) dapat ditinjau sebagai titik yang digeneralisasi
maupun sebagai vektor yang digeneralisasi.

Operasi-operasi baku pada R"
Misalkan u= (ui, uz, ....., u) dan v= (vi,v2......, va) pada R".

I) udan v dikatakan sama jikauy =v, ,ma=va, ..., Un=V,

2) penjumlahan u dan v didefinisikan oleh:
u+v=(u+viuz+ v, ..., U+ Vo)

3) perkalian skalar yakni perkalian u dengan sembarang skalar didefinisikan oleh:
ku = (kuy, kua, ....., kuy)

dengan mendefinisikan vektor nol pada R" sebagai 0 = (0, 0, ...., 0) dan negatif dari u
sebagai —u = (-uy, -u, ...., -uy), kita dapat mendefinisikan pengurangan atau selisih vektor
pada R" sebagai berikut:

v—u=v+(-u)=(vi—u,v2—u2, ... Vo — Un)
contoh:

misalkan u = (1, -2, 3, 5) dan v = (2, -1, 1, -4) vektor-vektor di R* yang memenuhi
persamaan u + 2v = w, maka vektor w adalah:

w=(1,-2,3.5)+2(2,-1,1,-4)=(5,-4,5,-3)
Teorema 4.1

sifat-sifat operasi vektor pada ruang berdimensi n
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Jika u = (ug, uz, ..., un) dan v = (i, V2, ..., Vo) dan w = (Wi, Wa, ..., Wa) adalah vektor-
vektor pada R", k dan | adalah skalar, maka:

u+v=v+u
u+(v+w)=(u+v)+w
u+0=0+u=u
u+(-u)=0,yaituu-u=0
k(lu) = (khu

k(u+v)=ku + kv

(k+ Du=ku+Iu

lu=u

R

Hasil kali dalam euclides (euclides inner product)

jika u = (uy, vz, ...., up) dan v = (vy, va, ....., vy) adalah sembarang vektor pada R", maka
hasil kali dalam euclides u - v=1u;v) + uavz + ..... + UV

contoh

misalkan u = (1, 2,3, 4, 5) dan v = (-2, 1, 3, 5. -4) vektor-vektor di R®, maka hasil kali
dalam ecluidis dari vektor-vektor tersebut adalah:

u-v=()E)+Q M+ +@H B +G) (=9

ruang vektor R" dengan operasi-operasi penjumlahan, perkalian skalar dan hasil kali dalam
eucluidis dinamakan ruang berdimensi n eucluidis (euclidean n-space).

Teorema 4.2
Sifat-sifat hasil kali dalam euclides
Jika u. v dan w adalah vektor pada R" dan k adalah sembarang skalar maka:

a. u-v=v-u
b. (u+viw=u-w+tu-w

c. (ku)-v=k(uv)

d. v-v=>0. Selanjutnya, v - v =0 jika dan hanya jika v= 0.

Disini akan dibuktikan bagian a dan d

Bukti:
a. misalkan u = (uy, ua, .....uy) dan v = (vy, va. ....., v4) maka:
u-v =mwvi+ uuz + ...+ UpVn
=Viup + vauz + ... + Vol
=v'u
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. jelas bahwa v - v=vi2+ Vo2 + ... +vn*'$'a
Selanjutnya, kesamaan v - v =v,? + v2® + .... + v, =0 berlaku jika dan hanya jika:
=va=...=Vy=0dengan kata lain v =0.

Sifat-sifat hasil kali dalam euclides ternyata sangat mirip dengan sifat-sifat perkalian
‘bilangan real. Contoh berikut menjelaskan penggunaan teorema 2 di atas.

Contoh

(u+3v) - (2u+v)=u-(2u+v)+(3v)-(2utv) (bagian b)
=u-2utu-v+(3v)-(2u)+(3v)-v  (bagianb)
=2u-u)tu-v+oe(v-u)+3v-v) (bagian c¢)
=2u-u)+7(u-v)+3(v-v) (bagian a)

Panjang dan jarak pada R"

Panjang atau norma (euclidean norm atau euclidean length) dari vektor u = (uy, uz, ..... Uy)
pada R" didefinisikan sebagai:

lull =u-w'?=vui+ w2+ ..+ u2

Dan, jarak antara dua titik u = (uy, u, ...., uy) dan v = (vq, va, ....., vs) pada R" didefinisikan
sebagai:

duv) = flu-v|| =G = v)2+ Gy —v2)2 + - + (uy — )2
contoh

misalkan u = (1,-1,-3,3,0) dan v (-2, 1.1, 3, -3) vektor-vektor di R, maka:

[ull =D + D2 + (=32 + 3)% + (002 =20 =25
Dan

d(uy)= J (1- (—2))2 +(-1—-1D2+(-3-1)2+(3-3)2+ (0 - (—3))2

=38
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B. Ruang Vektor Umum

Sepuluh aksioma mengenai ruang vektor umum yang berguna untuk menjadi pedoman

dalam melakukan operasi aljabar pada vektor.

Misalkan V adalah suatu himpunan tak kosong dan objek-objek sembarang, dimana

operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar disefinisikan.

e Operasi penjumlahan (addition) dapat diartikan sebagai suatu aturan yang
mengasosiasikan setiap pasang objek u dan v pada V dengan suatu objek u+4w,yang
disebut jumlah(sum) dari u dan v.

e Operasi perkalian skalar (scalar multiplication).dapat diartikan sebagai suatu aturan
yamh mengasosiasikan setiap skalar k dan setiap objek u pada V dengan suatu objek

ku yang disebut kelipatan skalar (scalar multiple) dari u oleh k.

Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi oleh semua objek u,v,w pada V dan semua skalar
k dan I.maka dapat menyebut V sebagai ruang vektor (vector space) dan menyebut objek-

objek pada V sebagai vektor.

(1).Jika u dan v adalah objek-objek pada V. maka u + v berada pada V

Qutv=v+u

Gru+v+w)=(u+v)+w

(4).Terdapat suatu objek 0 di V.yang disebut vektor nol (zero vector) untuk
V.sedemikian rupa sehingga 0+u = u + 0 = u untuk semua u pada V

(5).Untuk setiap u di V.terdapat suatu objek —u di V.,yang disebut sebagai negatif
u.sedemikian rupa sehinggau + (—u) = (—u)+u=20

(6).Jika k adalah sembarang skalar dan u adalah sembarang objek di V.maka ku berada
div

(N k(u+v) = ku+ kv

(8).(k+ Du = ku + lu

(9). k() = (kD)(w)

(10). lu=u

Skalar dapat berupa bilangan real atau bilangan kompleks tergantung pada aplikasinya.

Ruang vektor dimana skalar-skalarnya adlah bilangan kompleks disebut ruang vektor
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kompleks (complex vektor space). dan ruang vektor dimana skalar-skalarnya

merupakan bilangan real disebut ruang vektor real (real vektor space).

Objek apa saja dapat menjadi suatu vektor.operasi penjumlahandan perkalian
skalar kemungkinan tidak memiliki hubungan atau kemiripan apapun dengan operasi-

operasi vektor standar pada “R”.asalkan sepuluh aksioma ruang vektor terpenuhi.
Contoh :
Ruang vektor matriks 2 X 2

Tunjukkan bahwa himpunan V dari semua matriks 2 X 2 dengan entri-entri real dalah
suatu ruang vektor jika penjumlahan vektor didefinisikan sebagai penjumlahan matriks

dan perkalian skalar vektor disefinisikan sebagai perkalian skalar.
Penyelesaian:

Pada contoh inikita akan mengetahui mudahnya membuktikan aksioma-aksioma

dengan urutan sebagai berikut: 1.6,2.3,7.8.9.45 dan 10. Misalkan:

Uy Uy
u =

Uyy uu] danip= [

V11 1’12]
Vyy Vi

Untuk membuktikan Aksioma 1.kita harus menunjukkan bahwa u + v adalah objek di

V. Atau dengan kata lain,maka harus menunjukkan bahwa u + v adalah matriks 2 x 2.

Hal ini dapat diperoleh dan definisi penjumlahan matriks karena:

u u
ut+v=| " 12]+[

P11 UJ.Z] = [uu + vy Uy + 1712]
Uzy  Upy

Vyy Uz Uy + Uy Upp + Uy

Dengan cara serupa, Aksioma 6 juga berlaku karena untuk bilangan real sembarang k kita

memperoleh:
_ Wy W) [kugy ku]Z]
hu =k [uiil u22] B [kuzx ku,,

Sehingga ku adalah matriks 2 x 2 dan yang berarti merupakan objek di V. Aksioma 2
sesuai dengan Teorema lakarena:

Uy Ugp Vip V2 Py Va2 Uy Uyp
Pl wal=la: wal®l

u+v=[
Upy  Ugzz Va1 Va2 Va1 Vaz Uzy Uzz

]=v+u
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Demikian juga Aksioma 3 sesuai dengan bagian (b) dari teorema tersebut dan Aksioma
7.8 dan 9 berturut-turut sesuai dengan bagian (h),(j).dan (1).

Untuk membuktikan aksioma 4 harus menentukan suatu objek O di V sedemikian rupa

sehingga 0 +u = u + 0 = v untuk semuaudi V.

Ini dapat dilakukan dengan mendefinisikan O sebagai

0=[;

Yakni matriks nol, dengan definisi ini maka:

0] [uu uu]_ Uy 1112]=

_ [0
0+u—[0 Uy Upal 7 Uy Upp

Dan demikian juga u + 0 = u. Untuk membuktikan aksioma 5 kita harus menunjukkan

bahwa setiap objek u di V memiliki bentuk negatif —u sedemikian rupa sehingga:
u+(—u)=0dan (-u)+u=0
Ini dapat dilakukan dengan mendefinisikan negatif u sebagai:

= Uy _uu]
WUz TUpa

Dengan definisi tersebut kita peroleh:

_ Y11 gz —Uyy TUy2] e T Uy Uz — U] [0 07 _
EF W= [un Rzz] i —Uqy ‘—uzz] _ [uzl — Ugq Uy — “22] - [0 0] =4

Dan demikian juga (—u) +u = 0. Akhirnya ,Aksioma 10 merupakan perhitungan yang

sederhana sebagai berikut:

!u—l[

uiz] [“11 uu]
Upy Upp Upy Uyz

Dengan demikian,matriks berordo 2 merupakan suatu ruang vektor.
Contoh:
Sebuah Bidang yang Melewati Titik Asal adalah Ruang Vektor

Misalkan V adalah sembarang bidang yang melewati titik asal pada R". Akan ditunjukan
bahwa titik-titik di V membentuk suatu ruang vektor di bawah operasi penjumlahan dan
perkalian skalar baku untuk vektor-vektor pada R*. Jadi, aksioma 237,89, dan 10 berlaku
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h: Tentukan hasil ortonormal S = {v, = (1, 0, 1), v, = (0, 1, 0),

\% = (1, 0, -1)} terhadap hasil kali dalam <a, b> =2a,b, + 4a,b, +

.'ﬁsbao

.l!lu -—;':—__.—- (1.0.1) *GO%)

el VZIT § +400+ 211 2
Vo—< Vs, Uy > Uy | ] 1 i

2.1y = — : =2.0~-+4.1. ==

27 lToe=< va, 0y > gl <y LUy > 202+410+2.02 0

vy (oai,o) 1

el 5 =10,5.0

““Tull - VZ0074.1.172.0.0 (2 )

=< Wyl > Uy —< Vg Uy > Uy |

lle3—< vy uy > uy—< vy, u; > upll

ﬂa-u.>-3-1-§+4-o-o+3(—1)%-o@

3ouy =

<s;,u,>=3-1-o+4-o-%+z(—1)u=d

. (1.0.-1) ' -
*=%=me—;ﬂ$r_—q-—fxs=e’°“3

{"‘ 'G.O.;f).u:" (o.-;-,o) Uy = e-o--%)]

Jadi, basis ortonormalnya adalah

BASIS ORTONORMAL ; PROSES
GRAM-SCHMIDT




- DEFINISI

* MENORMALISASIKAN VEKTOR

- TEOREMA TEOREMA




Jika S = {v,, v,, .....v,} adalah basis
ortonormal untuk ruang hasil kali dalam V;
dan u adalah sebarang vektor dalam V, maka

U = (u,vy)v; + (U, v3)v, + -+ (u, v,)v,

Tanfoh :
: = _ i _ 3 a4
Misalkan v;= (0, 1, 0) v, = (-g.o,g) vy = (g.(l,g)

mudah untuk memeriksa bahwa S={v,, v,,v;} adalah basis
ortonormal untuk R? dengan hasil kali dalam Euclidis. Nyatakan
vektor u = (1, 1, 1) sebagai kombinasi linear vektor-vektor S.

Pemecahan :
(w,v1) =1 (wvy) = — (wv5) = 1
Sehingga menurut teorema 23

; 1 7
Yakni, u = v; — s V2 * Vs

5
(11, 0=0,1,0-1(-%0)+ 1o

Jika S ={v;, v, ....v,} adalah
himpunan ortogonal vektor taknol
dalam ruang hasil kali dalam, maka
S bebas linear.

Contoh :

v,=(0,1,0) vz=(—%,0,—%) danv,=(—j—§-,0,%)
membentuk himpunan ortonormal terhadap hasil kali
dalam Euclidis pada R?. Menurut Teorema 24, vektor-
vektor ini membentuk himpunan bebas linear. Maka,
karena R' berdimensi tiga, S={v,, v,,v,jadalah basis
ortonormal untuk R?

g




) 2 4

W
Misalkan V adalah ruang hasil kali dalam dan {v,, v, .....v,} adalah himpunan
ortonormal dari vektor-vektor V. Jika W menyatakan ruang yang direntang
oleh vy, vs,..... v. maka setiap vektor u dalam V dapat diungkapkan dalam
bentuk U = w, +w, Dimana w, terletek di W dan w, ortogonal
terhadap W dengan memisalkan W, = (u, v )vy + (u, v3)v; + - + (0, v,.)v, dan
Wy =u—(uv vy —(u,v)vy — - — (U, v, )0,

Iproy, U = <u, vy> vy + <U, V> v, +

4

) . s + <U,vV,> V,

m 2 3

;"“ : "2 /' i(proyeksi ortogonal u pada W) :

/ = iU - proy, u = u - <u, v> vy - i
$CU, Vo> Vo= L........ - <U V> V. i

:(komponen u rtogonal terhadap W)
;-I-.-.‘-.-lIl-lt-‘-.-l-l.-.-i-l-l‘-‘.. IIIII ll...l:

ontoh :

Misalkan R; mempunyai hasil kali dalam Euclidis, dan misalkan Wadalah
subr'uang yang direntang oleh vektor-vektor ortonormal v; = (0, 1, 0) dan

vy = (—;.0.;}. proyeksi ortogonal u = (1, 1, 1) pada W adalah
Proy, U = <u, vy> vy + <u,v> v
= (1), 1,0+ (-9(-3.0)

_ 4 3
= Col—3)

Komponen u yang ortogonal terhadap W adalah
U - proy, u= u - <u, vi> vy - <u,vp> v;

=1, L) - G130

21 8
= {EU'E)

Setiap ruang hasil kali dalam berdimensi
berhingga taknol mempunyai sebuah basis
ortonormal.
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mempunyai norma 1.

[————

V2=|

** LANGKAH 3

Vo = Uz — proywzua _ uz — (u3a 1’1)‘”1 - (u3, vz)vz
3 = —
""3 —Proy,.,., " ||u3 — (u3,vy)vy — (us, vz)vz"
*s* LANGKAH 4
V4 = e ~ PTOYrwsuy
4 — ——
"u"' . proyw;u; ||
_— u‘l' — (u4’ v].)vl - (ullu v2>vz L (u4, v3)v3
&ontoh:

Tinjaulah ruang vektor R*® dengan hasil kali dalam
Euclidis. Terapkanlah proses Gram-Schimdt untuk
mentransformasikan basis u;, = (1,1,1), u, =(0,1,1),
u; = (0,0,1) ke dalam basis ortonormal.




Langkah 3.

Py - (\f'i’\'@:'wla“_)

(1,1,1)

(11 1

Uy = ProYy,u, =uz — (U, vy )0y —(uz,0; )1y

-000- 5557w 7

11
=(0-32)
Maka,

— PT0Ywyuy ( 1 1) _( 1 1)
v ._.\/ ,—=,=]=(0,—=,=
: "“3 = PTOYuus | 22/ "\ 722

21 L
NN,

v, = ()0 = (5 % ) =(0-33)
Membentuk basis ortonormal untuk R
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7 Apakah fungsi F (x.y) = 24+3x-y merupakan transformasi linear?

TEMUKAN DENGAN CARAMU SENDIRI /11!

A. Definisi Transformasi Linear

Transformasi linear yaitu pemetaan dari suatu ruang vector ke ruang vector yang
lain yang memenuhi aksioma kelinearan.

Definisi 1.1

Jika F:V —  Wadalah sebuah fungsi (pemetaan) dari ruang vector V ke dalam ruang
vector W, maka Fdisebut transformasi linear, jika memenuhi 2 aksioma berikut :

a. F(u+v) = F(u) + (v), untuk setiapu dan v di V
b. F(ka)= kF (u), untuk setiap u di V dan setiap k scalar (k € R).

Kedua aksioma di atas dapat disingkat menjadi satu aksioma berikut :
F (ku+ Iv) = kF(u) + [F(v), untuk setiap u dan v di V dan untuk setiap & dan / scalar.
Definisi 1.2

Transformasi linear dari ruang vector ke ruang vector yang sama disebut operator
linear, T:V - V

1. Apakah fungsi F(x,y) = (x,y + yX-y) merupakan transformasi linear?
Penyelesaian:
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Fungsi di atasmerupakan fungsi dari R’ ke R’. Untukmenunjukkan F transformasi
linear, ambil R yang berbentuk umum sehingga memenuhi aksioma kelinearan.

a) Ambil u,y € R’ Jmisalnya w = (x,.y1) dan v = (X2,y2) dengan mengingat
aturan penjumlahan vector u + v = (X;+X2,y;+y2), maka nilai fungsi u + v
adalah
Flu+v) = (a+x2, (xa+x2 ) + (yi+y2). (Xi+x2) — (yi+y2))

{definisi fungsi}

F(u+v) = (Xi+X2, X1+X2 + Yi+y2, X1+X2 = ¥1- ¥2)
{sifat distributif bilangan real}

Fu4v) = (X420, X4y + Xo+ y2. X1 - yi+ (X2-y2)
{sifat asosiatif bilangan real}

Flu+v) = (X1, x4 y1.X1- y1) + (X2,X24 y2.X2— y2)
{aturan penjumlahan vector}

Flu+v) = F(u) + F (v)

b) Ambil u € R’ dan ambil k scalar dengan mengingat perkalian vector dengan
scalar, yaitu ku = (kx; ky1), maka nilai ku adalah
Flku) =(kx1 kxi + kyikxi- kyr )
{definisi fungsi}
Fka) =(kx; k(xi + yi), k(xi- y1 )
{sifat distributif bilangan real}
F(ku) = k(x1.x2 + y1.x1- y1)
{aturan perkalian vector dengan scalar}
F(kua) = kF(u)

Jadi, fungsi F (x.y) = (X.y + y.x — y) merupakan transformasi linear karena telah memenuhi
2 aksioma kelinearan.

2. Apakah fungsi F (x.y) = 2+3x-y merupakan transformasi linear?
Penyelesaian:
Contoh penyangkal : u=(23)dan k=5
Maka, F(ku) =F(5(2.3))

=F(10.15)

=243.10-15

=17
Tetapi, kF(u) =5F(23)

=5(2432-3)

=5(5)

=25

Karena F(ku) # kF (u), maka fungsi F(x,y) = 2+3x-y bukan transformasi linear.

3. Transformasi Matriks / Transformasi Perkalian Matriks
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Misalkan A matriks berordo m x n yang tetap. Jika menggunakan notasi matriks
untuk vector di R dan R", maka didefinisikan sebuah fungsi 7:R"— R", dengan
T(x) = Ax. dimana x € R".

1) Misalkan x;x> € R" dengan menggunakan sifat-sifat perkalian
matriks maka :
T(x1+x2) = A(X1+X2)
T(x1+x2) = AX|+AX2
T(x14+x2) = T(x1) + T(x2)
2) Misalkan x| € R" dan k scalarmaka :
T (kx1) = A (kx1)
T (kxi) =k (Axy)
T (kx1) = kT (x1)

Transformasi linear yang demikian disebut transformasi matriks atau transformasi
perkalian matriks. Setiap transformasi linear dari R" ke R” dapat dinyatakan sebagai
transformasi matriks.

Fungsi Nol
Fungsi yang memetakan setiap vector di V ke vector nol, 7'V - W yang
didefinisikan oleh 7(v) =0, dimana Yv € V.
Pembuktian bahwa T linear :
1) Ambil u, v € V, maka:
Ta+v)=0 {definisi fungsi}
Tu+v)=0+0 {sifat vector nol }
Tu+v)=T(u)+T(v) {definisi fungsi}
2) Ambilv € V, maka:

T(kv)=0 {definisi fungsi}
T(kv)= k0 {sifat perkalian vector nol dengan skalar}
T(kv) = kT(v) { definisi fungsi}

Jadi, fungsi nol termasuk transformasi linear.

Fungsi Identitas
Fungsi yang memetakan setiap vector di V ke dirinya sendiri, 7.V —V yang
didefinisikan oleh T(v) = v, dimana ¥v € V disebut sebagai operator identitas pada
V.
Pembuktian bahwa T linear:
1) Ambilu, v € V.maka:

Tu+v) =u+yv

=T(u)+ T(v)
2) Ambil v € V dan k scalar, maka :
T(kv) =kv
=kT (v)

Jadi fungsi identitas termasuk transformasi linear.
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""-:R" lm-"R ﬂengan rumus 1’(11) = ‘Ax tmink sualu matmks tunp yang.
lmenr?
Penyelesaian:

Contoh penyangkal: x = [2] A= [i _13] i k=3
Sehingga, T (x) =x' Ax
=l01] ﬁ —13] [2]
=(1-3)]]
=-3

D Tk =7 []]
o[l
=5[] ][

=[5 —15] [g]

=75

2) kT(x) =5T(x)
=5(-3)
=-15

Jadi. fungsi T di atas bukan transformasi linear karena T (kx) # kT(x).

7. Proyeksi Ortogonal

Proyeksi orthogonal dapat didefinisikan pada ruang hasil kali dalam. Misalkan V
adalah sebuah ruang hasilkali dalam ruang dan W adalah sebuah subruang V
berdimensi berhingga, yang mempunyai § = {wiwa...w;} sebagai basis
ortonormal sebarang untuk W.

Misalkan 7:V— W adalah fungsi yang memetakan v di V ke dalam proyeksi
ortogonalnya yang terletak pada W, yakni :
T(v) =projuv

=(v, W)W+ (V. w2)wat. (v, W)W,
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Lihat gambar..!!

Pemetaan T dinamakan proyeksi orthogonal dari V pada W. Linearitasnya didapatkan dari
sifat-sifat dasar hasilkali dalam. Misalnya:

T <u+v> =<u+V,Wi>w1 + < u+ v, w>wart...t<u + v,w>wr

= (<u, Wi1>W1 + <u, w2>w2 +...+<u, We>Wr + <V, WI>W1 + <V, W>w2 +...+
<V, Wr>Wr

=T () +T(v)

Demikian pula, T (ku) = kT (u).

8. Transformasi Linear dari Ruang V ke R”
Misalkan, § = {wi,w2,...wn} adalah sebuah basis untuk suvatu ruang vector V
berdimensin, (v) = (kika,...kn) adalah vetorkoordinat, dan vector v pada V relative
terhadap §, maka:
v=Kkiwi+ Kawa+...+ Kawy
Definisikan T:V—R sebagai fungsi yang memetakan v ke vector koordinatnya
relative terhadap S. jelasnya, T(v) = (v)s = (ki . k2. ... ko)
Fungsi T adalah sebuah transformasi linear. Untuk membuktikan hal ini, misalkan
u dan v adalah vector-vektor pada V.
u=cwi+ cowat...+ cpwy dan v = dywy + dawat. L dawy
Dengan demikian, (u)s = (c1.c2,...cn) dan (v)s = (di.dz,...da)
Akan tetapi,
u+v=(c,d)wi+ (c2, d2)wz + ... + (ca, d)Wn
ku = (kc)wi + (ke2)wa+. ..+ (ken)wn

sehingga,
(u+v)s=(ci+di,co+da...;co+dy)
(ku)s = (key, kea,....kcq)
Dengan demikian, (u + v)s = (u)s + (v)s dan (ku)s = (ku)s
Dengan menyatakan kedua persamaan ini dalam bentuk T akan menghasilkan :

T(u + v) =T (u) + T(v) dan T(ku) = kT(u), yang menunjukkan bahwa 7" adalah sebuah
transformasi linear.
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Perhitungan-perhitungan pada contoh di atas dapat dapat juga dilakukan dengan
menggunakan matriks koordinat, bukan dengan menggukan vector koordinat, yaitu :

[u+v]s = [u]s + [v] dan [ku]s = k[u]s

9. Transformasi Linear dari Pn ke Pysy
Misalkan, p = p (X) = co + ¢1x + ... + cuXn adalah sebuah polynomial pada P, dan
fungsi T:Py—P,+; didefinisikan sebagai:

T(p) = T(p(x)) = xp(X) = cox + c1x” + ... + cax™!
Fungsi T adalah sebuah transformasi linear, karena untuk sebarang k scalar dari
polynomial sebarang p; dan pa pada P,, kita memperoleh :
1) T(py+p2) =T(pux)+ p2(x))
xX(pi(x) + p2(x))
Api(x) + p2(x)

=T(p1) + T(p2)
2) Tikp) = T(kp(x))

= x(kp(x))

= k{xp(x))

=kT(p)

10. Transformasi linear dari P, ke R"

a+b+c
Didefinisikan fungsi 7:P>— R? dengan rumus T(a + b+ ¢’ )=|la — b — ¢
b+c

Apakah fugsi T yang didefinisikan termasuk transformasi linear?
Penyelesaian:
1) Ambil p = p(x) = ar + bix + cix’ dan q = q(x) = a2 + bax + c2x° anggota P2,

maka

P+g=px)+qlx)=(ar+a )+ (br+ b2 )x+ (c; + c2 )x2

Berarti,

[(al +a2) + (b1 +b2) + (c1+c2)
Tip+q)=|(al + a2)-(bl+b2) — (cl+c2)
| (b1+b2)+ (c1+c2)
[(al + b1 +c1) + (a2 + b2+ c2)
T(p+q)=|(al—=bl—cl)+ (a2—b2—c2)
(b1+cl)+ (b2+c2)
Tip+q)=T(p) +1(q)
2) Ambil p = p(x) = a; + bix + ¢;x* anggota P> dan k scalar, maka
kp = kap + kbix + kex’
berarti,
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kal+ kb1 + kel

T(kp) = [kal — kb1 — kel
kb1 + kcl

k(al+ bl +cl)

Tkp) =k (al — bl —cl)

k(bl+cl)

al+ bl +cl

al+ bl +cl
b1l +c1

Tthp) =k

Ttkp) = kT(p)
Jadi, fungsi yang didefinisikan di atas termasuk transformasi linear.

11. Transformasi yang tidak linear
Misalkan 7:M,,— R adalah transformasi yang memetakan sebuah matriks n x n ke
determinannya, yaitu: 7(A) = det(A)
Jika n > 1. maka transformasi ini tidak memenuhi kedua sifat yang dipersyaratkan
untuk sebuah transformasi linear. Dapat ditunjukkan bahwa :
det(A; + Az) # det(Ay) + det(Az) secara umum. Selanjutnya, det(kA) = K'det(A),
schingga det(kA) # kdet(A) secara umum. Dengan demikian, T bukan sebuah
transformasi linier.

B. Sifat-sifat Transformasi Linear

Jika T:V— W adalah sebuah transformasi linear, maka untuk vector v, dan v»
sebarang pada V, serta saklar ki dan k2 sebarang kita peroleh:

Tthivi+ kava) = T(kivi) + T( kava) = ki T(vi) + kaT(va2)

Secara lebih umum, jika vy, va,...,v, adalah vector-vektor pada V. dan k;, k>, ..., &y
adalah scalar, maka :

T(kivi+kavat. . kavn) = ki T(vi )+ kT (va)+. . kaT(Vo). ... (1)

Rumus (1) terkadang diuraikan dengan sebutan transformasi linear yang mempertahankan
kombinasi linear. Teorema berikut ini, mencantumkan tiga sifat dasar yang umum untuk
semua transformasi linear.

—
b

Teorema 1.

Jika T:V = W adalah sebuah transformasi linear, maka:

. T(0,) = 0y, 0, = vector nol pada ruang V
. T(-v) = -T(v), untuk setiap vdi V
T(v-w) = T(v) — T(w). untuk setiap v dan w di V
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Bukti :

a. Misalkan v adalah vector sebarang pada V, maka diperoleh:
0 = 0. v, sehingga 7T(0) = T(0v) dengan aksioma transformasi linear, maka skalar
nol dapat dikeluarkan yang berakibat T(0v) = 07(v) = 0.
Jadi, T(0y) = Oy. dimana 0, adalah vektor nol diruang vektor V dan 0. adalah vektor
nol di ruang vektor W.

b. Vektor minus merupakan perkalian antara vektor dengan scalar minus satu atau —v
=(-1)v, sehingga T (-v) = T ((-1)v)

T(=-v) =(-DT(v)
T(-v)=-T(v)

c. Akibat dari (b) jelas bahwa:
v-w=v+(-1)w
T(v-w) = T(v+(-1)w)
T(v-w)=T(v) — T(w)

C. Kernel Dan Jangkauan
Definisi 1.3

Misalkan V dan W merupakan ruang vektor dan jika 7:V — W adalah sebuah transformasi
linear.

e Kermel atau ruang nol dari 7" adalah himpunan semua vektor di V yang dipetakan
oleh T ke 0. Himpunan tersebut dinyatakan dengan ker(7) atau ker(T) = {x € VIT
(x)=0%

e Jangkauan atau range dari 7 adalah himpunan semua vektor pada W vyang
merupakan bayangan dibawah T dari paling sedikit satu vektor di V. Himpunan
tersebut dinyatakan dengan R(7) atau R(T) = {y € W5 x € V, sehingga y = T(x)}.

Sifat-Sifat Kernel Dan Jangkauan

Teorema 2.
Jika T:V = W adalah transformasi linear, maka:

a. Kernel dari T adalah sebuah subruang dari V
b. Jangkauan dari T adalah sebuah subruang dari W
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a. Untuk meunjukkan bahwa ker(7) adalah subruang, maka kita harus
menunjukkan bahwa ker(7) tersebut tertutup di bawah pertambahan dan
perkalian scalar. Misalkan, v; dan v> adalah vektor-vektor dalam ker(7), dan
misalkan & adalah sebarang scalar. Maka
T(vi+v2)=T(v1) + T(v2)

=0+0=0
Sehingga (v + v2) berada dalam Ker(7).
Juga T(kvy) = kT(vy)

=k0=0
Sehingga kv, berada dalam Ker(7)

b. Misalkan w; dan w2 adalah vektor-vektor dalam jangkauan T.untuk
membuktikannya maka harus menunjukkan bahwa wi + w2 dan Aw, berada
dalam jangkauan T untuk sebarang k& skalar. Jelasnya, kita harus menemukan
vektor a dan b di V. sehingga
T(a) = w1+ wadan T(b) = kw
Karena w; dan w» berada dalam jangkauan T, maka terdapat vektor a; dan a; di
V. sehingga 7(a;) = w; dan T(az) = wz. Jika a =a; + a2 dan b = ka,. Maka
T(a) =T(ar + a2) = T(a1) + T(az) = wi + w2
Dan
T(b) =T(ka|) = kT(a1) = kw,

Yang melengkapkan pembuktian ini.

Bukti :

Definisi 1.4

Jika T:V — W adalah transformasi linear, maka dimensi kernel dari T dinamakan
nulitas 7' dan dinotasikan dengan nulitas(7). sedangkan, dimensi jangkauan dari T
dinamakan rank 7" dan dinotasikan dengan rank(7).

f_ = "
Teorema 3.

Jika T:V — W adalah transformasi linear dari ruang vektor V yang
berdimensi n kepada sebuah ruang vektor W, maka :

Rank(7) + nulitas(7) = n
N\

Dengan kata lain, teorema ini menyatakan bahwa untuk transformasi linier rank + nulitas
sama dengan dimensi dari domain yang bersangkutan.
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Teorema 4.

Jika A adalah matriks m x n maka dimensi ruang pemecahan dari

Ax = 0 adalah n — rank (A).

Jelasnya teorema ini menyatakan bahwa dimensi ruang pemecahan Ax = 0 sama dengan
jumlah kolom A kurang rank(A).

Pernyataan.

Karena sistem linear homogeny Ax = 0 harus konsisten, bahwa rank matriks A sama
dengan jumlah parameter dalam pemecahan Ax = 0. Dengan menggabungkan hasil ini
dengan teorema 4, selanjutnya dengan mengacu pada ruang pemecahan Ax = 0 akan sama
dengan jumlah kolom A kurang jumlah parameter dalam pemecahan Ax =0.

1. Kernel dan jangkauan transformasi nol
Jika T:V— W adalah transformasi nol atau ditulis 7(u) = 0, Yu € V. maka Ker(T)
adalah ruang V itu sendiri. Sedangkan R(7') hanyalah berisi vektor nol saja atau
R(T) ={0}.

Bukti :

Jika T:V — W transformasi linear. Maka Ker(7) merupakan subruang V dan R(T)
subruang W. Ker(7) € V dan Ker(7') # @ karena ada 0 € Ker (7) yang memenuhi 7(0) = 0.

Misalkan u, v € Ker(T) dan £,/ skalar maka dipenuhi 7(u) =0, dan 7(v) = 0. Sedangkan,
T(ku + Iv) = kT(u) + kT(v)  {karena T transformasi linear}
T(ku + Iv) = kO + [0) {karena u dan v anggota Ker(7)}
Thku +lv) =0 {sifat vektor nol}

Jadi, ku + Iv € Ker(7). dengan demikian, Ker(T) merupakan subruang dari V. sementara itu
R(T) juga ruang vektor karena R(7T) € W dan R(T) subruang vektor dari ruang vektor W.

Misalkan u, v € R(T) dan k./ skalar maka ada x; sehingga 7(x;) = u, dan ada x> sehingga
T(x2) =V,

Ku + v = kT (x) + T (x2) {karena u dan v anggota R(T)}
Ku+Iv=T(kx;)+ T (kx2)  {karena T transformasi linear}
Ku+ Iv=T (ke + kx2) {karena T transformasi linear}

Jadi, ku + /v anggota R(T). dengan demikian, R(7) subruang W. jadi, jika T:V - W
merupakan transformasi linear maka ker(7) merupakan subruang V dan R(7) merupakan
subruang dari W.
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2. Kernel dan jangkauan transformasi identitas

Misalkan 7:V—V adalah operator identias, karena T(v) = v untuk semua vektor
pada V, setiap vektor V adalah bayangan dari suatu vektor. yaitu bayangan dirinya
sendiri. Sehingga, R(T) = V. karena satu-satunya vektor yang dipetakan T ke 0
adalah 0, maka Ker(T) = V.

3. Kernel dan jangkauan sebuah transformasi matriks
Jika Ty : R" — R" adalah perkalian dengan sebuah matriks A berukuran m x n, maka
dari definisi diatas dapat diketahui bahwa kernel dari T, adalah ruang nol dari
matriks A dan jangkuan dari Ta adalah ruang kolom dari matriks A.
Misal, T:R" —=R" adalah perkalian oleh
all al2 ..aln

a2l a22 ..a2n

A= yang berukuran m x n.

aml am2 ..amn
e Kernel T terdiri dari semua pemecahan dari Av =0.
x1

Jadi,x = x:2 yang merupkan vektor pemecah dari sistem

xn

x1 0
homogen A = x:Z = 0
xn 0

e Jangakauan T terdiri dari semua vektor b, sehingga Ax = b konsisten.

Jangkauan T adalah ruang kolom dari matriks A.
b1

x1 b1
Jadi.b= b:2 sehingga sistem A = x:2 = b:Z konsisten.
bn xn bn

Contoh soal..!!!!

a+2b—c+d
Jika sebuah transformasi linear dirumuskan T ( [‘; Jz]) = 2:1b+_;
0

Tentukan : a. Ker(T)

b. Basis dan nulitas
c. R(T)
d. Basis dan Rank(T)
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